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Resumen. El objetivo de este trabajo consiste en
presentar el desarrollo y aplicacion de un controlador
digital de enfoque didactico, programado en C++, que
facilita la experimentacion sobre el esquema de
control éptimo gaussiano que se estudia en los cursos
de control lineal. El sistema pretended apoyar el
trabajo experimental de los estudiantes de licenciatura,
para aplicar el control LQG en procesos lineales de
hasta 5° orden y asimilar, de forma mas profunda y
efectiva, las caracteristicas de este algoritmo, sus
criterios de disefio y el procedimiento para lograr el
mejor desempefio. El sistema ha sido aplicado a
diversos procesos fisicos, de donde se reportan los
resultados del control de una planta lineal de tercer
orden.

Abstract. The aim of this job is to present the
development and use of a didactic digital controller,
programmed in C++, focused to support the practice
on the linear quadratic Gaussian (LQG) scheme,
studied in the undergraduate linear control courses
and laboratories. The developed controller allows the
students to practice LQG control on several types of
one input-one output linear plants, up to 5™ order,
thus improving their knowledge on the algorithm
characteristics, design criteria and the procedure to
get better performance. The system has been proved
on several bench type physical processes, and the
experimental results of a 3rd order plant control are
reported.

1. Motivacién

Durante el aprendizaje de la teoria basica de control,
frecuentemente se considera el caso ideal en el que la
planta no estd sujeta a perturbaciones internas o
externas al sistema. A partir de los conceptos basicos
se formulan esquemas y modelos matematicos mas
elaborados que incluyen perturbaciones externas e
incertidumbres de modelado de tipo paramétrico y/o
estructural. Por otra parte, en las aplicaciones reales
los procesos a controlar frecuentemente son afectados
por perturbaciones, a diferencia de aquellos que
conocemos en la teoria bésica. Por estas razones, la
experimentacién completa en el area de control
requiere de sistemas didacticos que permitan verificar
la operacion y desempefio de los algoritmos y
esquemas de control que incluyen perturbaciones
externas, tal como ocurre en el algoritmo de control
lineal 6ptimo gaussiano LQG.
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El sistema did4ctico, basado en una PC 486, satisface
la necesidad de realizar préacticas y experimentos de
sistemas de control digital. A partir de su estructura
de programacion orientada a objetos (POO), el
software codificado en C++, se puede aplicar a
procesos continuos, a través de una tarjeta de
adquisicion de datos PCL-812, con un rango de (-
10,10) volts para los canales A/D y D/A. El sistema
puede controlar procesos lineales de hasta 5° orden,
con estimacién del estado y permite la actualizacién
en linea de los parametros del controlador, el
observador y el valor de referencia. El despliegue de
variables incluye la sefial de control, la salida de la
planta, la estimacion de la salida y el error de
estimacién, desplegando graficas comparativas de
estas sefiales en forma de barras y contra el tiempo.

En la Figura 1 se muestra durante las pruebas en las
que se aplican sefiales de ruido blanco a la entrada del
proceso y en la medicidn de la salida.

Figura 1. Aplicacion del controlador digital LQG

A continuacion se describen los algoritmos que se
han programado, enunciados para que los alumnos o
usuarios finales encuentren accesible su aplicacion.

I1.  Algoritmo de control digital 6ptimo
cuadrético (DLQR)

El sistema permite el control de procesos continuos, a
partir de la descripcion discreta del proceso en
variables de estado de orden n<6, de una entrada-una
salida con estimacion completa del estado.
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X = Ay + Byu,
1)

Yi = CyXy
donde xy es el vector de estado, ux y yx son las
variables de entrada y salida, y los términos Aq, Bgy
Cqy son las matrices de estado, de entrada y salida,
respectivamente. El algoritmo DLQR [1] asegura que
el proceso transite establemente del estado X, a Xy, en
N pasos, al aplicarse la secuencia de control dptima
Uy gue se obtiene minimizando el indice de costo

=4
LN

J=) x.,0x., +U; Ru, (2)

=~
Il
o

donde las matrices Q y R son simétricas positivas
semidefinidas: Q=Q" >0 y R=R" >0 . Estas
matrices de disefio ponderan la importancia relativa
del esfuerzo de control y el estado. El indice se
expresa en forma cuadratica con un valor minimo
garantizado, en términos del esfuerzo de control uy y
del estado x, como desviacion de la condicion de
equilibrio.

La teoria de control optimo [1] establece que si el
horizonte de la solucion puede ampliarse a un
ntmero indefinido de pasos, es decir, si N — o, las
matrices de control y de Riccati convergen a una
forma cerrada

K =(8] PB, +RJ'B] P A, 3)

P-0Q+ Agﬁll -8, (8] PB, +R) B! ﬁJAd (4)

De las ecuaciones anteriores se calcula el controlador
DLQR, a partir del modelo de la planta (1) y las
matrices de disefio Q y R; el algoritmo de célculo de
las matrices se describe por la siguiente secuencia.

INICIO

P — matriz identidad

REPETIR

K=[B," *P*B, +R]"*B,  *P*A,
PI=P

P=A #Plx(A By *K)+Q
a = max dif (P1,P)

HASTA QUE
K=[B," *P*B, +R]"*B," *P*A,
FIN

a<e
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El controlador incluye la matriz de control K de
acuerdo con la estructura de la Figura 2 y puede
seguir los cambios de referencia r. En este esquema
de seguimiento, la matriz Nx amplia al estado los
cambios de referencia y el término de ganancia

k; >0 se incluye para generar un integrador en la
trayectoria directa; si la planta contiene valores
propios nulos, es decir, es de tipo 1 o mayor, debe
introducirse k, =0.

Planta

v =

e=r=3 -1

v

Ny

Figura 2. Estructura del control
I11.  Algoritmo del filtro de Kalman (FK).

Una vez que se aborda la necesidad de controlar
sistemas en los cuales existe ruido, se abordan
condiciones aleatorias, que dan a los sistemas
fluctuaciones fortuitas en los valores de las sefiales de
entrada y de salida, lo cual hacen imposible predecir
con certeza los valores de dichas sefiales. Cuando en
un sistema se presentan sefiales con ruido, es
necesario obtener, a partir de la informacion que
contengan las mismas, estimaciones del estado del
sistema. Estas estimaciones se pueden obtener por
medio del filtro de Kalman, el cual, basa su
caracterizacion en el conocimiento estadistico
inferido del ruido presente en las sefiales.

Considerando en el modelo de la planta (1) y la
presencia de ruido en su entrada y salida, la
representacion queda

Xia1 = Ay X + Byu, +Tw, 5)

Zy = Cy X + Vi
En donde w es el vector de sefiales de ruido externo
al proceso a la entrada del mismo, y a la salida se
asume el vector v, de ruido de medicion. Debido a
gue pueden existir varias sefiales de distorsion que
conformen w, serd necesario la definicion de una
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matriz I" para lograr el acoplamiento de dicha
distorsion en el sistema.

Se asume que al estar solo disponibles la entrada y
salida del sistema se trata de obtener, de la manera
méas precisa, el valor estimado de la variable de
estado R, para ser usado en la retroalimentacion,

para lo cual se define el estimado del estado como
Risrrk = Ag R + Byl (6)

donde R,,;,, denota el estimado del vector de estado

en el instante k+1 a partir de la informacion en el
instante k anterior. De (7) se expresa la prediccién de
la medicion de la salida.

241 = CyRyu = Cy (Ay R + ByUy) (7

Ya que el valor de z,,, es medible en el intervalo de

tiempo (k+1), se define el error de prediccion como
Zy1 = Ly — 2,,, - Este error se traduce en una mejora

para el estimador de estados, ya que se agrega parte
de este error en cada elemento del vector de estado,
tratando de llevar dicho error hacia cero.

Resakar = Rer + L2y (8)

y utilizando la ecuacion del estimador de estado (6),
se tiene

Rk = AR + By +LZ;  (9)

Donde la matriz L determina la distribucion del error
de prediccion de los estados, que usualmente se
conoce como la matriz de ganancia de Kalman.

Finalmente sustituyendo Z,,, y 2,,, en la ecuacion
(9) se tiene:

Riaaar = [ = LCI[A; Ry + Byu I+ Lz, yy (10)

Esta ecuacion representa un estimador recursivo, en
el cual el valor del nuevo estado esperado R,y

depende del siguiente valor de la salida z,,,, del
estimado anterior de &, y la entrada previa u,, de
acuerdo con el esquema de la Figura 3.

En el esquema mostrado las sefiales de ruido, la
sefial z y los estimados, son considerados como
variables aleatorias, por lo cual la matriz de ganancia
de Kalman L es de especial importancia en este
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analisis. El primer paso para obtener los valores
adecuados de la matriz L es definir el error de
estimacion de estado y su matriz de covarianza.

Kis1 = Xiar = Riaapat (11)
P, = E[X, X, 1=cov(X,) (12)
u‘kl
..
* » PLANTA
. 5
e
Cd —_’
A .-:".i:+1
L
-Qk+1|k+1
— »

Figura 3. Estructura del filtro de Kalman

La necesidad de introducir estos dos términos se debe
a que el filtro de Kalman es un estimador de varianza
minima del error de estimacion. En otras palabras se
desea minimizar la matriz B, . Sustituyendo en (11)

las ecuaciones (5) y (10) se obtiene
Xy =[1 = LCI[@K, ]+ [I - LCICW, - Lv,.; (13)

En la ecuacion anterior se observa que el error de
estimacion de estado depende de las sefiales de
perturbacion, por lo cual es necesario considerar sus
caracteristicas importantes, dado que se asume que
los vectores que representan el ruido tienen valor
esperado nulo, para toda k. Ademas de que al
representar ruido del tipo blanco y estacionario, sus
propiedades estadisticas son constantes con el
tiempo, lo cual permite que las covarianzas del ruido
se definan como

EWWg 1=W |ogae Y EVVRI=V g (14)

las cuales son matrices simétricas. Ademas si las
sefiales de ruido en el vector w no estan
correlacionadas, entonces W es diagonal, o mismo se
puede afirmar acerca de vy V. Con base en el error de
estimacién de estado (13), se expresa su valor
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esperado o covarianza en el tiempo k+1, de acuerdo
con (14).

P, =[1-LC,IP[I -LC,T" +LVL"  (15)

donde P, es la matriz de covarianza minimizada en
el paso k y esta dada por P, = A,P,A," + TWI'" .

La ecuacioén (15) es la ecuacion matricial de Riccati,
para el Filtro de Kalman, misma que se debe ser
minimizada en funcién de L, de donde se obtienen los
siguientes resultados @ptimos, considerando un
numero indefinido de pasos, N — o, con lo que las
ecuaciones mmatriciales convergen a una forma
cerrada.

L=P'C,'[C,P'C," +V]*  (16a)

P =APA," +TWL' (16b)
P =[I-L"C, P (16¢)
P, =cov(x,) (16d)

Se observa que la matriz de ganancia de Kalman L es
calculada con base en las covarianzas del error de
estimacion de estado previo, de los datos estadisticos
del ruido y de minimizar la matriz de covarianza de
la siguiente estimacion.

Criterios de aplicacion del filtro de Kalman.

1. El filtro de Kalman no evalda las caracteristicas de
la planta y el ruido de medicidn, por tanto, la Unica
informacion que tiene el filtro acerca de las sefiales
con ruido esta contenida en las matrices W y V, las
cuales deben ser especificadas. Estas matrices en
conjunto con la matriz ' determinan el calculo de la
matriz de ganancia L y la de covarianza del error de
estado estimado. La efectividad del filtro depende en
primera instancia de los valores de las matrices W y
V.

2. Debido a que en sistemas lineales los valores de la
matriz L convergen hacia valores constantes, se
puede aplicar la forma estacionaria del filtro de
Kalman, lo cual simplifica considerablemente el
cémputo del algoritmo.

3. La matriz de covarianza para el ruido de medicién
V puede ser estimada gracias al buen conocimiento
de la planta. Si las sefiales de ruido en varias
mediciones resultan no correlacionadas, V sera
diagonal. Si un nivel de ruido r.m.s. est4 afectando al
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transductor, a éste se le podréa elevar al cuadrado para
obtener la varianza la cual sera el elemento adecuado
de V.

4. Para la asignacion de los valores de W y V se debe
tener en consideracion que si los elementos de W
decrecen en magnitud, o los elementos de V la
incrementan, implica que habra relativamente mas
ruido en las sefiales medidas (salidas del sistema) que
en los estados. El filtro de Kalman asume que los
estados estimados generados por el filtro, son
relativamente mas fidedignos que las mediciones
hechas a las salidas de la planta, y por tanto, reduce
las magnitudes de los elementos de la matriz de
ganancia. En el caso contrario, los elementos de la
matriz de ganancia de Kalman se incrementan. En
todos los casos, la matriz P de covarianzas de error
estimado deberia ser simétrica, y en general
elementos pequefios en P indican que el filtro de
Kalman aceptara como fidedignos los estimados, para
elementos grandes sucede lo contrario.

IVV. Aplicacion del controlador

Es recomendable que la experimentacion se lleve a
cabo en un enfoque comparativo, destacando las
caracteristicas esperadas para cada seleccion de las
matrices o elementos de disefio. Es importante
resaltar los aspectos en donde el disefiador tiene
decision para mejorar le desempefio de lazo cerrado.

Para que el estudiante concentre su esfuerzo en la
comprension de los algoritmos y el disefio de la
solucidn, el controlador proporciona los elementos de
hardware y software y con base en su interfaz de
caracteristicas didacticas, facilitando las etapas de
aplicacién, experimentacion y asimilaciéon. La
interfaz gréafica del sistema incluye el despliegue de
las sefiales de control uy, la salida de la planta y;, la
estimacion de la salida ¢, y el error de estimacion

y, » Presentando gréficas de estas sefiales en forma de
barras y contra el tiempo.

Aplicacion del controlador en el enfoque de
control optimo DLQR. Este esquema se aplic6 en
una planta controlable y observable de tercer orden,
tipo 1, de una entrada y una salida, cuyo modelo
discreto se expresa para un periodo de muestreo T =
0.1 seg.

28007 26284 08187 1
A= 1 0 0 |'B,=|0
0 1 0 0
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C, =107[01586 06035 01435] 7

La definicion de las matrices de ponderacion se
obtuvo de un proceso de ensayos en simulacion, para
un comportamiento dindmico aproximado por un
tiempo de levantamiento t, = 2.2 seg.

100
o=lo 1 o, R=150 (18)
001

A partir de estas matrices se emplearon las
ecuaciones (3) y (4) para determinar la matriz de
control 6ptimo K. La matriz N, se calcul6 de acuerdo
con la propuesta en [2].

K =[0.0994 -0.1754 0.0776] (19)
N7 =[1104.3 11043 11043 (20)

Se tomd como caso de referencia, el disefio del
observador por el método de ubicacién de polos, de
tal forma que, la rapidez de la estimacion sea mayor
que la dindmica de malla cerrada, especificando los
polos del observador en los valores: ;.3 = -15. La
matriz L, se calculé por medio de la formula de
Ackermann.

L =[3841.7 22957 1014.4] (21)

El resultado de la prueba se muestra en la figura 4, en
la cual, la gréafica de color rojo, corresponde a la
respuesta del sistema ante un cambio del valor de
referencia Ar=4 y a la aplicacién de una carga
Ap = 4. La traza de color amarillo corresponde a la

sefial de control.

Aplicacion del controlador LQG. Con base en los
experimentos anteriores, se procedi6 a introducir las
sefiales de ruido a la entrada y en la salida de la
planta, por medio de generadores como se muestra en
la Figura 5. Por tratarse de un proceso de una entrada
y una salida, las sefiales de ruido son definidas por
escalares, w=0.1 y v=0.5 volts rms, lo que determina
que las matrices de covarianza sean también escalares
W =0.01yV =025, con T'=B, de acuerdo con la

forma de conexion de la perturbacién a la entrada.
Con base en este experimento se obtuvo que con la
matriz del observador dada por la ecuacién (20), al
aplicar las sefiales de ruido se degradd
considerablemente el desempefio de malla cerrada,
perdiéndose el seguimiento de los cambios de la
referencia.
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1 Rutcho en; salida d‘e f-
planta; w=0.5 v rms

Ruido en la entrada de Ja planta.
w=0.7 volts rns

Figura 5. Conexidn de las sefiales de ruido en la
planta

Para probar y la aplicacion del filtro, de acuerdo con
la ecuacion (16) se calculd la matriz de ganancia de
Kalman

38.6211
L=|37.9699

1
con X,=|0| (22)

37.2913 0
Por el principio de separacion, los disefios de la
matrices de control K y de ganancia de Kalman L son
independientes, por lo cual se procedi6é a mantener la
matriz K (19), del experimento inicial y sustituir la
matriz del observador calculada por la férmula de
Ackermann, por la matriz de Kalman (22), de donde
se obtuvieron los resultados que se muestran en la
Figura 6, para un cambio de referencia Ar=-4. Se
observa que la sefial de salida sigue los cambios de

514



referencia, aunque con pequefias variaciones
causadas por el ruido, principalmente el que afecta a
la salida.

Valor de
salida de la
planta

SUPERUISOR  u/y Planta tipo’0

Valor de la
sefial de
confrol

Valor dey
egtimada
Setial de
salica

Valor del
efror
y-p

Valor de
referencia
asignado

Figura 6. Graficas de control LQG para un
cambio de referencia ar = -4

En la Figura 7 se muestra la respuesta del sistema
para un cambio de referencia ar=4.

Planta tiooX0
Senal de

control

Seilal de
salida

Transicion
de -4ad

Figura 7. Graficas de control LQG para un
cambio de referencia ar =4

V. Conclusiones

Con base en el presente trabajo se hace accesible a
los alumnos de licenciatura la aplicacion practica de
los algoritmos de control digital DLQR y LQG en
procesos fisicos experimentales. En el método de
control 6ptimo se formula un procedimiento que tiene
como fin la minimizacion de un criterio de costo, el cual es
una funcién cuadratica de los estados y de las sefiales de
control (J ). La solucién estacionaria del esquema LQ
para sistemas invariantes en el tiempo lleva a una ley de
control sencilla y facil de aplicar por la interfaz de
operacion del sistema.
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Cuando se presentan perturbaciones estocésticas en el
proceso, se plantea la solucién de control Lineal
Cuadratico Gaussiano, donde la estimacion del
estado la realiza un estimador 6ptimo que minimiza
la varianza del error de estimacion P, . Al aplicar la

teoria de filtrado de Kalman se observa que el control
del proceso se logré aun cuando las sefiales de
entrada y salida se vieron afectadas por las
perturbaciones.

Se comprobaron las ventajas que brindan los
controladores basados en PC para apoyar la
ensefianza de la teoria de control, realizar practicas
sencillas y didacticas, y evaluar el desempefio de los
esquemas de control que se proponen.

Es importante sefialar que todos los algoritmos fueron
suficientemente probados, lograndose desempefios
apegados a los que se plantearon tedricamente y muy
similares a los obtenidos en las simulaciones
correspondientes.
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