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Resumen. El objetivo de este trabajo consiste en 
presentar el desarrollo y aplicación de un controlador 
digital de enfoque didáctico, programado en C++, que 
facilita la experimentación sobre el esquema de 
control óptimo gaussiano que se estudia en los cursos 
de control lineal. El sistema pretended apoyar el 
trabajo experimental de los estudiantes de licenciatura, 
para aplicar el control LQG en procesos lineales de 
hasta 5º orden y asimilar, de forma más profunda y 
efectiva, las características de este algoritmo, sus 
criterios de diseño y el procedimiento para lograr el 
mejor desempeño. El sistema ha sido aplicado a 
diversos procesos físicos, de donde se reportan los 
resultados del control de una planta lineal de tercer 
orden.  
 
Abstract. The aim of this job is to present the 
development and use of a didactic digital controller, 
programmed in C++, focused to support the practice 
on the linear quadratic Gaussian (LQG) scheme, 
studied in the undergraduate linear control courses 
and laboratories. The developed controller allows the 
students to practice LQG control on several types of 
one input-one output linear plants, up to 5th order, 
thus improving their knowledge on the algorithm 
characteristics, design criteria and the procedure to 
get better performance. The system has been proved 
on several bench type physical processes, and the 
experimental results of a 3rd order plant control are 
reported. 
 

I. Motivación 
 
Durante el aprendizaje de la teoría básica de control, 
frecuentemente se considera el caso ideal en el que la 
planta no está sujeta a perturbaciones internas o 
externas al sistema. A partir de los conceptos básicos 
se formulan esquemas y modelos matemáticos más 
elaborados que incluyen perturbaciones externas e 
incertidumbres de modelado de tipo paramétrico y/o 
estructural. Por otra parte, en las aplicaciones reales 
los procesos a controlar frecuentemente son afectados 
por perturbaciones, a diferencia de aquellos que 
conocemos en la teoría básica. Por estas razones, la 
experimentación completa en el área de control 
requiere de sistemas didácticos que permitan verificar 
la operación y desempeño de los algoritmos y 
esquemas de control que incluyen perturbaciones 
externas, tal como ocurre en el algoritmo de control 
lineal óptimo gaussiano LQG. 

El sistema didáctico, basado en una PC 486, satisface 
la necesidad de realizar prácticas y experimentos de 
sistemas de control digital. A partir de su estructura 
de programación orientada a objetos (POO), el 
software codificado en C++, se puede aplicar a 
procesos continuos, a través de una tarjeta de 
adquisición de datos PCL-812, con un rango de (-
10,10) volts para los canales A/D y D/A. El sistema 
puede controlar procesos lineales de hasta 5º orden, 
con estimación del estado y permite la actualización 
en línea de los parámetros del controlador, el 
observador y el valor de referencia. El despliegue de 
variables incluye la señal de control, la salida de la 
planta, la estimación de la salida y el error de 
estimación, desplegando gráficas comparativas de 
estas señales en forma de barras y contra el tiempo. 
 
En la Figura 1 se muestra durante las pruebas en las 
que se aplican señales de ruido blanco a la entrada del 
proceso y en la medición de la salida. 
 

 
 
Figura 1. Aplicación del controlador digital LQG 

 
A continuación se describen los algoritmos que se 
han programado, enunciados para que los alumnos o 
usuarios finales encuentren accesible su aplicación.  
 

II. Algoritmo de control digital óptimo 
cuadrático (DLQR) 

 
El sistema permite el control de procesos continuos, a 
partir de la descripción discreta del proceso en 
variables de estado de orden n<6, de una entrada-una 
salida con estimación completa del estado. 
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donde xk es el vector de estado, uk y yk son las 
variables de entrada y salida, y los términos Ad,  Bd  y 
Cd son las matrices de estado, de entrada y salida, 
respectivamente. El algoritmo DLQR [1] asegura que 
el proceso transite establemente del estado x0 a xN, en 
N pasos, al aplicarse la secuencia de control óptima 
uk

* que se obtiene minimizando el índice de costo 
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donde las matrices Q y R son simétricas positivas 
semidefinidas: 0≥= TQQ  y 0≥= TRR . Estas 
matrices de diseño ponderan la importancia relativa 
del esfuerzo de control y el estado. El índice se 
expresa en forma cuadrática con un valor mínimo 
garantizado, en términos del esfuerzo de control uk y 
del estado xk como desviación de la condición de 
equilibrio.  
 
La teoría de control óptimo [1] establece que si el 
horizonte de la solución puede ampliarse a un 
número indefinido de pasos, es decir, si ∞→N , las 
matrices de control y de Riccati convergen a una 
forma cerrada  
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De las ecuaciones anteriores se calcula el controlador 
DLQR, a partir del modelo de la planta (1) y las 
matrices de diseño Q y R; el algoritmo de cálculo de 
las matrices se describe por la siguiente secuencia. 
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El controlador incluye la matriz de control K  de 
acuerdo con la estructura de la Figura 2 y puede 
seguir los cambios de referencia r. En este esquema 
de seguimiento, la matriz Nx amplia al estado los 
cambios de referencia y el término de ganancia 

0>ik  se incluye para generar un integrador en la 
trayectoria directa; si la planta contiene valores 
propios nulos, es decir, es de tipo 1 o mayor, debe 
introducirse 0=ik .  
 

 
Figura 2. Estructura del control 

 
III. Algoritmo del filtro de Kalman (FK).  

 
Una vez que se aborda la necesidad de controlar 
sistemas en los cuales existe ruido, se abordan 
condiciones aleatorias, que dan a los sistemas 
fluctuaciones fortuitas en los valores de las señales de 
entrada y de salida, lo cual hacen imposible predecir 
con certeza los valores de dichas señales. Cuando en 
un sistema se presentan señales con ruido, es 
necesario obtener, a partir de la información que 
contengan las mismas, estimaciones del estado del 
sistema. Estas estimaciones se pueden obtener por 
medio del filtro de Kalman, el cual, basa su 
caracterización en el conocimiento estadístico 
inferido del ruido presente en las señales. 
 
Considerando en el modelo de la planta (1) y la 
presencia de ruido en su entrada y salida,  la 
representación queda 
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En donde wk es el vector de señales de ruido externo 
al proceso a la entrada del mismo, y a la salida se 
asume el vector vk de ruido de medición. Debido a 
que pueden existir varias señales de distorsión que 
conformen wk será necesario la definición de una 

511



CONGRESO ANUAL DE LA AMCA 2004 

ISBN: 970-32-2137-8 

  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 
  

 
 
 
 
 

matriz Γ  para lograr el acoplamiento de dicha 
distorsión en el sistema. 
 
Se asume que al estar solo disponibles la entrada y 
salida del sistema se trata de obtener, de la manera 
más precisa, el valor estimado de la variable de 
estado kx̂  para ser usado en la retroalimentación, 
para lo cual se define el estimado del estado como 
 

kdkkdkk uBxAx +=+ // ˆˆ 1   (6) 
 
donde kkx /ˆ 1+  denota el estimado del vector de estado 
en el instante k+1 a partir de la información en el 
instante k anterior. De (7) se expresa la predicción de 
la medición de la salida. 
 

)ˆ(ˆˆ || kdkkddkkdk uBxACxCz +== ++ 11  (7) 
 

Ya que el valor de 1+kz   es medible en el intervalo de 
tiempo (k+1), se define el error de predicción como 

111 +++ −= kkk zzz ˆ~ . Este error se traduce en una mejora 
para el estimador de estados, ya que se agrega parte 
de este error en cada elemento del vector de estado, 
tratando de llevar dicho error hacia cero. 
 

1111 ++++ += kkkkk zLxx ~ˆˆ ||   (8) 
 
y utilizando la ecuación del estimador de estado (6), 
se tiene 
 

111 +++ ++= kkdkkdkk zLuBxAx ~ˆˆ ||  (9) 
               
Donde la matriz L determina la distribución del error 
de predicción de los estados, que usualmente se 
conoce como la matriz de ganancia de Kalman. 
 
Finalmente sustituyendo 1+kz~  y  1+kẑ  en la ecuación 
(9) se tiene: 
 

111 +++ ++−= kkdkkdkk LzuBxALCIx ]ˆ][[ˆ ||          (10)
       
Esta ecuación representa un estimador recursivo, en 
el cual el valor del nuevo estado esperado 11 ++ kkx |ˆ  
depende del siguiente valor de la salida 1+kz , del 
estimado anterior de kkx |ˆ  y  la entrada previa ku , de 
acuerdo con el esquema de la Figura 3. 
 
En  el esquema mostrado las señales de ruido, la 
señal z y los estimados, son considerados como 
variables aleatorias, por lo cual la matriz de ganancia 
de Kalman L es de especial importancia en este 

análisis. El primer paso para obtener los valores 
adecuados de la matriz L es definir el error de 
estimación de estado y su matriz de covarianza. 
 

1111 ++++ −= kkkk xxx |ˆ~   (11) 
    
 )~cov(]~~[ k

T
kkk xxxEP ==   (12) 

 

 
 

Figura 3. Estructura del filtro de Kalman 
 
La necesidad de introducir estos dos términos se debe 
a que el filtro de Kalman es  un estimador de varianza 
mínima del error de estimación. En otras palabras se 
desea minimizar la matriz  kP . Sustituyendo en (11) 
las ecuaciones (5) y (10) se obtiene 
 

11 ++ −Γ−+Φ−= kkkk LvwLCIxLCIx ][]~][[~  (13)   
 
En la ecuación anterior se observa que el error de 
estimación de estado depende de las señales de 
perturbación, por lo cual es necesario considerar sus 
características importantes, dado que se asume que  
los vectores que representan el ruido tienen valor 
esperado nulo, para toda k. Además de que al 
representar ruido del tipo blanco y estacionario, sus 
propiedades estadísticas son constantes con el 
tiempo, lo cual permite que las covarianzas del ruido 
se definan como 
 

todak
T
kk WwwE |][ =   y  todak

T
kk VvvE |][ =      (14) 

 
las cuales son matrices simétricas. Además si las 
señales de ruido en el vector w no están 
correlacionadas, entonces W es diagonal, lo mismo se 
puede afirmar acerca de v y V. Con base en el error de 
estimación de estado (13), se expresa su valor 
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esperado o covarianza en el tiempo k+1, de acuerdo 
con (14).  
 

TT
dkdk LVLLCIPLCIP +−−=+ ][][ *

1  (15) 
 
donde *

kP  es la matriz de covarianza minimizada en 

el paso k y esta dada por TT
dkdk WAPAP ΓΓ+=* . 

 
La ecuación (15) es la ecuación matricial de Riccati, 
para el Filtro de Kalman, misma que se debe ser 
minimizada en función de L, de donde se obtienen los 
siguientes resultados óptimos, considerando un 
número indefinido de pasos,  ∞→N , con lo que las 
ecuaciones mmatriciales convergen a una forma 
cerrada.  
 

1−+= ][ ** VCPCCPL T
dd

T
d  (16a) 
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)cov( 00 xP =    (16d) 
 
Se observa que la matriz de ganancia de Kalman L es 
calculada con base en las covarianzas del error de 
estimación de estado previo, de los datos estadísticos 
del ruido y de minimizar la matriz de covarianza de 
la siguiente estimación. 
 
Criterios de aplicación del filtro de Kalman.  
 
1. El filtro de Kalman no evalúa las características de 
la planta y el ruido de medición, por tanto, la única 
información que tiene el filtro acerca de las señales 
con ruido esta contenida en las matrices W y V, las 
cuales deben ser especificadas. Estas matrices en 
conjunto con la matriz Γ  determinan el cálculo de la 
matriz de ganancia L y la de covarianza del error de 
estado estimado. La efectividad del filtro depende en 
primera instancia de los valores de las matrices W y 
V.  
 
2. Debido a que en sistemas lineales los valores de la 
matriz L convergen hacia valores constantes, se 
puede aplicar la forma estacionaria del filtro de 
Kalman, lo cual simplifica considerablemente el 
cómputo del algoritmo. 
 
3. La matriz de covarianza para el ruido de medición 
V puede ser estimada gracias al buen conocimiento 
de la planta. Si las señales de ruido en varias 
mediciones resultan no correlacionadas, V será 
diagonal. Si un nivel de ruido r.m.s. está afectando al 

transductor, a éste se le podrá elevar al cuadrado para 
obtener la varianza la cual será el elemento adecuado 
de V. 
 
4. Para la asignación de los valores de W y V se debe 
tener en consideración que si los elementos de W 
decrecen en magnitud, o los elementos de V la 
incrementan, implica que habrá relativamente más 
ruido en las señales medidas (salidas del sistema) que 
en los estados. El filtro de Kalman asume que los 
estados estimados generados por el filtro, son 
relativamente más fidedignos que las mediciones 
hechas a las salidas de la planta, y por tanto, reduce 
las magnitudes de los elementos de la matriz de 
ganancia. En el caso contrario, los elementos de la 
matriz de ganancia de Kalman se incrementan. En 
todos los casos, la matriz P de covarianzas de error 
estimado debería ser simétrica, y en general 
elementos pequeños en P indican que el filtro de 
Kalman aceptará como fidedignos los estimados, para 
elementos grandes sucede lo contrario. 
 
IV. Aplicación del controlador 

 
Es recomendable que la experimentación se lleve a 
cabo en un enfoque comparativo, destacando las 
características esperadas para cada selección de las 
matrices o elementos de diseño. Es importante 
resaltar los aspectos en donde el diseñador tiene 
decisión para mejorar le desempeño de lazo cerrado. 
 
Para que el estudiante concentre su esfuerzo en la 
comprensión de los algoritmos y el diseño de la 
solución, el controlador proporciona los elementos de 
hardware y software y con base en su interfaz de 
características didácticas, facilitando las etapas de 
aplicación, experimentación y asimilación. La 
interfaz gráfica del sistema incluye el despliegue de 
las señales de control uk, la salida de la planta yk, la 
estimación de la salida 

kŷ  y el error de estimación 

ky~ , presentando gráficas de estas señales en forma de 
barras y contra el tiempo. 
 
Aplicación del controlador en el enfoque de 
control óptimo DLQR.  Este esquema se aplicó en 
una planta controlable y observable de tercer orden, 
tipo 1, de una entrada y una salida, cuyo modelo 
discreto se expresa para un período de muestreo T = 
0.1 seg. 
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[ ]Cd = −10 01586 0 6035 014353 . . .   (17) 
 
La definición de las matrices de ponderación se 
obtuvo de un proceso de ensayos en simulación, para 
un comportamiento dinámico aproximado por un 
tiempo de levantamiento tr = 2.2 seg. 
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

Q ,   R = 150    (18) 

 
A partir de estas matrices se emplearon las 
ecuaciones (3) y (4) para determinar la matriz de 
control óptimo K. La matriz Nx  se calculó de acuerdo 
con la propuesta en [2]. 
 
  [ ]077601754009940 ... −=K     (19) 
 

[ ]311043110431104 ...=T
xN   (20) 

 
Se tomó como caso de referencia, el diseño del 
observador por el método de ubicación de polos, de 
tal forma que, la rapidez de la estimación sea mayor 
que la dinámica de malla cerrada, especificando los 
polos del observador en los valores: q1,2,3 = -15. La 
matriz L, se calculó por medio de la fórmula de 
Ackermann. 
 

[ ]410147229573841 ...=TL  (21) 
 
El resultado de la prueba se muestra en la figura 4, en 
la cual, la gráfica de color rojo, corresponde a la 
respuesta del sistema ante un cambio del valor de 
referencia ∆r = 4  y a la aplicación de una carga 

4=∆p . La traza de color amarillo corresponde a la 
señal de control. 
 
Aplicación del controlador LQG. Con base en los 
experimentos anteriores, se procedió a introducir las 
señales de ruido a la entrada y en la salida de la 
planta, por medio de generadores como se muestra en 
la Figura 5. Por tratarse de un proceso de una entrada 
y una salida, las señales de ruido son definidas por 
escalares, w=0.1 y v=0.5 volts rms, lo que determina 
que las matrices de covarianza sean también escalares 

010.=W  y 250.=V , con dB=Γ  de acuerdo con la 
forma de conexión de la perturbación a la entrada. 
Con base en este experimento  se obtuvo que con la 
matriz del observador dada por la ecuación (20), al 
aplicar las señales de ruido se degradó 
considerablemente el desempeño de malla cerrada, 
perdiéndose el seguimiento de los cambios de la 
referencia.  
 

 
 

Figura 4. Control DLQR de una planta tipo 1 
 

 

 
 

Figura 5. Conexión de las señales de ruido en la 
planta 

 
Para probar y la aplicación del filtro, de acuerdo con 
la ecuación (16) se calculó la matriz de ganancia de 
Kalman  
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

291337
969937
621138

.

.

.
L  con   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
0
1

0x  (22) 

 
Por el principio de separación, los diseños de la 
matrices de control K y de ganancia de Kalman L son 
independientes, por lo cual se procedió a mantener la 
matriz K (19), del experimento inicial y sustituir la 
matriz del observador calculada por la fórmula de 
Ackermann, por la matriz de Kalman (22), de donde 
se obtuvieron los resultados que se muestran en la 
Figura 6, para un cambio de referencia 4−=∆r . Se 
observa que la señal de salida sigue los cambios de 
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referencia, aunque con pequeñas variaciones 
causadas por el ruido, principalmente el que afecta a 
la salida. 
 

 
 

Figura 6. Graficas de control LQG para un 
cambio de referencia 4−=∆r  

 
En la Figura 7 se muestra la respuesta del sistema 
para un cambio de referencia 4=∆r . 
 

 
 

Figura 7. Graficas de control LQG para un 
cambio de referencia 4=∆r  

 
V. Conclusiones 

 
Con base en el presente trabajo se hace accesible a 
los alumnos de licenciatura la aplicación práctica de 
los algoritmos de control digital DLQR y LQG en 
procesos físicos experimentales. En el método de 
control óptimo se formula un procedimiento que tiene 
como fin la minimización de un criterio de costo, el cual es 
una función cuadrática de los estados y de las señales de 
control ( J ).  La solución estacionaria del esquema LQ 
para sistemas invariantes en el tiempo lleva a una ley de 
control sencilla y fácil de aplicar por la interfaz de 
operación del sistema. 
 

Cuando se presentan perturbaciones estocásticas en el 
proceso, se plantea la solución de control Lineal 
Cuadrático Gaussiano, donde la estimación del 
estado la realiza un estimador óptimo que minimiza 
la varianza del error de estimación kP . Al aplicar la 
teoría de filtrado de Kalman se observa que el control 
del proceso se logró aún cuando las señales de 
entrada y salida se vieron afectadas por las 
perturbaciones. 
 
Se comprobaron las ventajas que brindan los 
controladores basados en PC para apoyar la 
enseñanza de la teoría de control, realizar prácticas 
sencillas y didácticas, y evaluar el desempeño de los 
esquemas de control que se proponen. 
  
Es importante señalar que todos los algoritmos fueron 
suficientemente probados, lográndose desempeños 
apegados a los que se plantearon teóricamente y muy 
similares a los obtenidos en las simulaciones 
correspondientes.  
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